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NOUVEL ESSAI SUR LA GÉOMÉTRIE IMAGINAIRE 


— Séance du 31 mars 1888 — 


F Ce nouvel essai complète le mémoire que j'ai eu l'honncur de pré- 


si 


@nter, l'an dernier, au Congrès de Toulouse. 
D Pour abréger, je ne rappellerai pas les propositions fondamentales énon- 
es et démontrées dans le mémoire précédent, auquel je renvoie le lecteur 


i s'intéresse à l'étude de la géométrie imaginaire. 


ĮI. — POINTS IMAGINAIRES CONJUGUÉS. 


Nous appellerons points imaginaires conjugués deux points AA’, AA" 
i ont le même point origine A, et dont les points termes A', A” sont symé- 
iques par rapport au point origine commun. 
Deux points imaginaires conjugués ont le même support, et leurs posi- 
Dons extérieures sont symétriques par rapport à leur support commun et 
leur point origine commun. 
$ Quand un point imaginaire devient réel, son conjugué devient aussi 
el, ci les deux points imaginaires conjugués se confondent alors en un 
Bême point réel. 
‘Dans la méthode de M. Mouchot, les points imaginaires conjugués 
"et AA” sont représentés respectivement par (4, A”) et (A”, A. 


IE, — DROITES IMAGINAIRES CONJUGUÉES. 
FTHéoRÈME. — Le lieu géométrique de tous les points imaginaires conju- 
és des points d'une droite imaginaire donnée est une autre droite 
aginaire. | x 


E ik 
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Par le point support. S de la droite imaginaire donnée, menons deux 
droites réelles fixes, a, b (fig. 1). o3 

Une transversale réelle quelconque rencontre les i 
deux droites réelles fixes et la droite imaginaire 
donnée en des points dont les positions extérieures 
A, B, y, forment avec le point S un quadrangle de 
rapport anharmonique constant. Par conséquent : 


(SAB) = const., ` 
i d'où : : 
Fig. 4. 
T : a = const. et < ByA — < BSA = const. 


Le point imaginaire conjugué du point d’intersection de la transver- 
sale AB avec la droite imaginaire donnée a pour support la droite AB 
et pour position extérieure le point +’, symétrique de y par rapport à AB. 
Or, 

Y'A SA yA , SA 


yB : 5B yB - %5 — const., 


eá D 


-< BYA — << BSA = — <1 ByA —-- -< ASB s, 
= 9 << ASB — [< ByA — < BSA] = const.. 
puisque le double de Fangle ASB a une valeur constante, à 27 près. 
Done, | ('SAB) = const. 


Ce qui démontre que le lieu géométrique est une ligne droite imagi- f 
naire, qui a le même support S que la droite imaginaire donnée. i 
Nous dirons que ces deux droites sont imaginaires conjuguées. 


I. — RAPPORTS ANHARMONIQUES CONJUGUÉS. 


Deux rapports anharmoniques sont diis conjugués quand leurs modules 
sont égaux et leurs arqumentiségaux en valeur absolue et de signe contraire. 

Les rapports anharmoniques de deux quadrangles inversement sem- 
blables sont évidemment conjugués. 

On démontre facilement que deux quadrangles, dont les sommets cor- 
respondants sont des couples de points réciproques de deux figures in- 
verses, ont aussi leurs rapports anharmoniques conjugués. 

Ce théorème permet de démontrer assez simplement, par la géométrie ÿ 
pure, le lemme fondamental de notre mémoire de Toulouse. 

Remarque. — Trois points propres À, B, C, et un point quelconque I, à 
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l'infini, forment un quadrangle AIBC dont le rapport anharmonique est 
déterminé. En effet : 


B o: 
T E= et << CAB — < CIB = < CAB 


quelle que soit la position du point I sur la droite à linfini. 


IV. — PROPRIÉTÉS DES POSITIONS EXTÉRIEURES DES COUPLES DE POINTS 
IMAGINAIRES CONJUGUÉS DE DEUX DROITES IMAGINAIRES CONJUGUÉES. 


Tuéorème. — Le rapport anharmonique du faisceau formé par deux 
droites imaginaires conjuguées et par les deux droites isotropes passant par 
leur point d’intersection est toujours réel et positif. 

Soit Sle point d'intersection réel des deux droites données. 

Une transversale réelle quelconque coupe le fais- s 
ceau des quatre droites en qualre points dont les 
positions extérieures déterminent un quadrangle de 
rapport anharmonique constant, égal à celui du fais- / 
ceau. A7 

Les positions extérieures des points d'intersec- 
tion de la transversale avec la droite isotrope po- 
sitive, la droite isotrope négative et les deux droites s 
imaginaires conjuguées donnćes sont respeclivement Fig. 2. 
le point S, son symétrique S', par rapport à la transversale, ct les points 
z, a, symétriques aussi par rapport à la transversale (fig. 2). 


Le rapport anharmonique («2 SS') a pour argument 
< SaS — LSaS — 0. 

Donc il est réel et positif. 

La valeur de ce rapport anharmonique est égale à : 


aS a'S aS \? 
5 | zœ Où (- 
as a'S o7 xS 


Soient à, a"; B, B5 y, Yio les positions extérieures de couples de 
points imaginaires conjugués appartenant à deux droites imaginaires con- 
juguées dont le support commun ést S. 

Le théorème précédent donne les corollaires suivants : 


Sa S3 Sy 
CoroLrare I. — Les rapports ~ SE g7 cu. sont égaux. 
Sa V /S8\° /Sy\° 
En effet, les rapports $5). ($5) (S) Mie sont tous égaux au 
nd 


rapport anharmonique du faisceau formé par les deux droites imaginaires 
données et les deux droites isotropes qui passent par S. 


Cote, 
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CoroLLATRE Í. — Les angles aSa’, pS8', ySy', ..... ont mêmes bissectrices. 
S à Soient I, E les points d’intersection des bissec- 


trices intérieure et extérieure de l'angle «S«' avec 
le cercle circonscrit au triangle aSx (fig. 3). 

I E Les distances Iz, Ix sont égales, ainsi que les 
distances Ex, Ex’. Par conséquent, 


2 Sa , lz Sa , Ez Sz t 
J x = Is. po —= gr = Consi. 
4 Sa‘ la’ Sz © Ex Sx 
Fig. 3. 


En outre, < aSa — < a'l = Er, et < aSa — <a Eau = 0. 


Les valeurs des rapports anharmoniques (SEza') el (SEx«’) sont donc 
t Dade (È) i (5) 
respectivement égales à (g&l et (a). 
l S SLJER S2) 


H résulte de là que le faisceau, de centre S, formé par les deux 
droites données, la droite isotrope positive passant par S ct la bissectrice 
intérieure ou extéricure de Pun quelconque des angles 482", 883, y Syp.. 

; Sa Sz 
a pour rapport anharmonique la valeur constante — Se OU + Sy 

Or, trois de ces droites sont fixes, donc la quatrième est fixe aussi : 

Ce qui démontre le corollaire. 

CororLame Ul. — Les figures 157.... el x6.... sont inversement 
semblables. 

Cette propriété, découverte par Laguerre, est une conséquence immé- 
diate des corollaires précédents. 

Ce dernier corollaire fournit une solution simple pour les problèmes 
suivants, que nous nous contenterons d'énoncer : 

Construire la représentation géométrique AA’ du point imaginaire ap- 
partenant à une droite imaginaire donnée par deux de ses points, con- 
naissant l’une des données suivantes : 

4° Sa droile support AA’; 2° sa posilion extérieure 4; 3° son point 
origine A; 4° son point terme A”. 


V. — REPRÉSENTATION GÉOMÉTRIQUE DE LA DROITE IMAGINAIRE 


Nous avons représenté géométriquement un point imaginaire par un 
couple de points réels. 

L'idée vient naturellement de songer à représenter corrélativement une 
droite imaginaire par un couple de droites réelles, 

C’est ce que nous allons faire. 

Toute droite imaginaire scra représentée par deux droites, une droite 
origine a et une droite terme a”, que nous distingucrons de la droite ori- 
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gine, sur la figure, en la traçant en pointillé ct, dans l'écriture, en plaçant 
un trait au-dessous de sa lettre indicatrice. 

Ainsi, par convention, aa’ représentera une droile imaginaire figurée par 
une droite pleine a et une droite pointillée a’. 

Toute droite réelle, perpendiculaire à la droite origine a, coupe les droites 
a, a’ en des points À, À’. 

Le lieu géométrique des points AA’ appartient évidemment à une même 
ligne droite imaginaire. 

C’est cette droite imaginaire, dont le lieu géométrique de AA’ ne forme 
qu'une partie, que nous conviendrons de représenter par aa’. 

aa’ représente done une droite imaginaire isolée, parfaitement détermi- 
née, dont le point support est aa’. 

Il est évident que deux droites imaginaires conjuguées ont même droite 
origine et que leurs droites termes sont symétriques par rapport à leur 
droite origine commune. 


Le premier problème qui se présente est le suivant : 


PROBLÈME. — Construire la représentation géométrique ax de la droite 
imaginaire passant par un point réel S el un point imaginaire DIY. 

Nous supposerons d’abord que la droite donnée n’est 
pas isotrope. 

Appclons AA’ le point d’intersection de la droite 
SDD’ avec une droite réelle perpendiculaire à la droite 
origine cherchée a (fig. 4). 

Soit a la position extérieure de AV. 

La droite a, étant perpendiculaire à AA’ en A, passe 
par le point x et par le point x’, position extérieure du 
point imaginaire conjugué de AA’. 

Par conséquent, la droite a se confond avec la droite 
Sag’. 

Désignons par 5,3 


à 


les positions extérieures du point donné DD'et de son 
imaginaire conjugué. 

Il résulte de ce qui précòde, et de la propriété due à Laguerre, que la 
droite a est Pune des bissectrices des angles formés par les droites S3, Sè. 

Si la droite origine a est la bissectrice intérieure de l'angle 387, les points 
a, a sont du même còté par rapport à S et la droite lerme a’ fait avec la 
droite origine æ un angle inférieur en valeur absolue à +. 

4 
Si la droite a est bissectrice extérieure, les points z, z’ sont situés de part 


et d'autre du point S,el l'angle (a, a’) est supérieur à = en valeur absolue. 
4 


Afin d'éviter l'ambiguïté, nous choisirons pour droite origine a la bis- 
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sectrice intérieure et, en conséquence, nous représenterons toujours une 

droite imaginaire, non isotrope, par un couple de droites a, a’, pleine et 

T 

4° 
Grâce à cette convention, toute droite imaginaire, non isotrope, pourra 

être représentée par un couple de droites parfaitement déterminé aa’. 


pointillée, formant un angle aigu (a, a’) inférieur en valeur absolue à 


Remarque. — Dans le cas particulier où le point support de la droite 
imaginaire est situé à l'infini, on voit aisément que sa représentation géo- 
métrique aa' est formée de deux droites parallèles, ct qu'une transversale 
réelle quelconque coupe les droites a, a’ en des points A, A’, qui sont les 
composantes du point l'intersection AA’ de la transversale avec la droite aa”. 

l suffit donc de mener par A et A’ des droites a, «’ parallèles à la direc- 
tion du point support à l'infini pour obtenir la représentation aa de la 
droite. 

Deux droites ab, a'b, dont les points supports sont à linfini, se coupent 
évidemment en un point AB dont les composantes A, B sont les points 
d'intersection aa’, bb’. 


VI. — REPRÉSENTATIONS GÉOMÉTRIQUES DES DROITES ISOTROPES. 


1° La droite imaginaire est isotrope positive. 

Le support S se confond alors avec la position extéricure « d’un point 
quelconque AA’ de la droite. 

La représentation géométrique aa’ de la droite isotrope positive est indé- 
terminée, mais la droite terme a' fait avec la droite origine a un angle cons- 


lamment égal à + T 


2° La droite imaginaire cst isotrope négative. 

Le support S est symétrique de la position extérieure « par rapport au 
support correspondant. 

La représentation géométrique aa’ est encore indéterminée de direction, 


mais l'angle (a, a’) est toujours égal à — i 
De ces propriétés, l’on déduit immédiatement le théorème suivant : 
Quand un plan tourne sur lui-méme autour de l'un de ses points, les deux 

droites isotropes qui passent par le centre de rotation restent immobiles. 
Les scules droites qui demeurent immobiles pendant le mouvement sont 

les droites isotropes, imaginaires conjuguées, issues du centre de rotation, 
et la droite réelle à l'infini; toutes les autres droites, réelles ou imaginaires, 
changent de position. 


#: 


8 
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VIL. — FIGURES IMAGINAIRES PERSPECTIVES. 


Une droite imaginaire d'un plan réel est évidemment rencontrée par un 
autre plan réel en un point dont le support est la droite d'interseetion des 
deux plans. 

Considérons, dans un plan réel, une figure composée de points récls el 
i imaginaires. 


4 Soit S un point réel pris en dehors du plan. 


Menons toutes les droites, réelles ouimaginaires, qui passent par le point S 
et chacun des points, réels et imaginaires, de la figure, 

Un plan réel quelconque coupe toutes ces droites en des points, réels et 
imaginaires, dont le licu forme une autre figure, perspective de la pre- 
mière. 


VHI. — DROITES iMAGINATRES PERSPECTIVES. 


TaéorÈuE. — La figure perspective d'une droite imaginaire est une autre 


LES 


i droite imaginaire. 


Dans le plan de la droite imaginaire donnée, menons trois droites réelles 
s fixes a, b, c passant par le support de la droite. 


Une transversale réelle quelconque coupe ces trois droites el la droite 
imaginaire en trois points réels A, B, C et un point imaginaire D, formant 
un quaterne de points ABCD, de rapport anharmonique constant. 

D'un point réel S, extérieur au plan, projetens la figure sur un autre plan 
réel. 

Soient a’, 0',c’,A7,B",C, D les projections de &, b, c, A, B, C, D, 

On sait que (A'B'CD) = (ABCD )==const. ct que les trojs droites a , b’, c’ 
concourent en un même point. 

' Le lieu géométrique des points D} est done une droite imaginaire, et le 
théorème est démontré. 

Quand les deux plans ne sont pas parallèles, le point intersection de la 

° droite imaginaire donnée avec la droite réelle à l'infini de son plan a pour 
perspective, dans l’autre plan, un point imaginaire non silué à lintini ; par 
conséquent : 

ConotLarmE. — Une droite imaginaire quelconque rencontre la droite à 
l'infini de son plan en un point el en un seul. 

IX. — PROPRIÉTÉS DE LA DROITE IMAGINAIRE. 
TnéorÈue. — Deux droites imaginaires se rencontrent toujours en un 
2 point, propre ou à linfini. 
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Soient S, T les supports des deux droites données (fig. 5). 

Une transversale réelle quelconque PQ coupe ces deux droites en des 
points imaginaires, dont « ct 8 sont les positions extérieures. 

Appelons H le point de rencontre des 
droites PQ et ST. 

Par les points « et 6, menons des droites 
réelles variables faisant respectivement avec 
les droitcs «H, pH des angles égaux, et soient 
P, Q les points d’intersection de ces droites 
variables avec la transversale. 

Les droites SP et TQ se coupent en un 
point dont le lieu géométrique est une ligne 
droite. 

Nous avons démontré, dans notre mémoire de Toulouse, que lorsque 
cette droite n’était pas à l'infini, les deux droites imaginaires données se 
coupaient en un point propre dont cette droite était le support. 

Pour compléter le théorème, nous ajouterons que si cette droite est à 
l'infini, les deux droites données se rencontrent encore. 

Il nous suffira de démontrer que deux droites imaginaires, perspectives 
des droites données sur un plan non parallèle à celui de la figure, se cou- 
pent en un point dont le support est la perspective de la droite à linfini du 
plan de la figure. 

Faisons tourner le plan de la figure autour de la droite HPQ, et soient 
«, p les nouvelles positions de «, 8. 

Choisissons le plan Hz’8” pour plan de perspective. 

a’, p sont les positions extérieures, dans le plan de perspective, des points 
d'intersection de la transversale HPQ avec les deux droites données ou leurs 
perspectives. 

Les angles HP et H8'Q, égaux aux angles H«P et H8Q, sont égaux entre 
eux. 

Les perspectives S’, T” des points S, T sont évidemment les supports des 
droites imaginaires perspectives des droites données. 

Par hypothèse, les droites variables SP, TQ sont toujours parallèles. 
(Dans ce cas particulier, lescouples de points a, 8 et x”, 8’ sont en ligne droite 
avec le point H.) 

Il cst facile de voir qu’alors les droites SP et T’Q se coupent en un point 
dont le lieu géométrique est une droite propre p, perspective de la droite à 
infini du plan de la figure. 

On conclut de là que les droites imaginaires, perspectives des deux droites 
données, se coupent en un point imaginaire propre, dont le support est la 
droite p, et le théorème est démontré. 


Fig. 5, 


és Aa 


. 
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THÉORÈME. — Par un point donné et le point d’intersection d’une droite 
donnée avec la droite réelle à l’infini, on peut toujours mener une droite et 
une seule. 

En effet, en faisant la perspective, on voit immédiatement que le théo- 
rème revient à démontrer que par deux points imaginaires propres on peut 
toujours mener une droite et une seule. 


X. — DROITES IMAGINAIRES PARALLÈLES. 


Nous dirons que deux droites sont parallèles lorsqu'elles ne se rencontrent 
pas en un point propre. 

De ce qui précède il résulte que : 

Deux droites parallèles se rencontrent en un point à linfini. 

Deux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles. 

Par un point donné, réel ou imaginaire, on peut loujours mener une 
droite parallèle à une droite donnée, réelle ou imaginaire, et on n'en peut 
mener qu'une. 


PROBLÈME. — Par un point donné mener la droite parallèle à une droite 
donnée ab. 

Il suffira de faire connaître la construction. 

1° Le point donné est réel. 

Menons par ce point les droites a’ ct b respectivement parallèles aux 
droites a et b. 

La droite cherchée est a'b. 

2° Le point donné A'B’ est imaginaire. 

Soit AB le point d'intersection du support A'B’ du point donné avec 
la droite donnée ab, dont le support ab sera désigné par S. 

Construisons le triangle S’A’B' directement semblable au triangle SAB, 
et par le point S” menons les droites a’,b’ respectivement parallèles aux 
droites a, b. 

a'b’ est la droite cherchée. 


XL — PROPRIÉTÉS DES DROITES ISOTROPES ET DES POINTS CYCLIQUES. 


PROBLÈME. — Construire le point intersection d'une droite isotrope, de 
support S, avec une droîte imaginaire non isotrope. 

1° La droite isotrope donnée est positive. 

Tout point d’une droite isotrope positive a pour position extérieure le 
support S de cette droite. 

Le point cherché est donc le point de la droite imaginaire non isotrope, 
déterminé par sa position extérieure S. 

2° La droite isotrope donnée est négative. 

Tout point d’une droite isotrope négative a pour position extérieure 


$ 
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le point symétrique de S par rapport à la droite support du point 
considéré. 

Sur la droite imaginaire conjuguée de la droite donnée, non isotrope, 
construisons le point MA’, dont la position extérieure est S. 

Le point MA, imaginaire conjugué du point MA’, est le point cherché. 

En effet, il appartient à la droite donnée, et a pour position extérieure 
le point symétrique de S par rapport à MA. 

Il est évident qu’il n'existe pas d'autre solution. 

PROBLÈME, — Construire le point d'intersection d’une droite isotrope po- 
sitive, de support a, avec une droite isotrope négative, de support a’. 

Le point d’intersection a pour position extérieure le point «, et aussi 
le symétrique du point «' par rapport à sa droite support. 

Donc la droite support du point cherché est la perpendiculaire élevée 
au milieu À de aa’. 

Faisons tourner le segment Ax autour du point A, d’un angle égal 


` 


à — 5 ; le point « viendra occuper la position A’. 


AA est le point cherché. 


Remarque. — De cette construction l’on déduit un autre mode de 
représentation géométrique des points imaginaires. 

Il consiste à représenter un point imaginaire AA’ par le segment aa’ 
que déterminent les points supports «, «’ des droites isotropes, posi- 
tive et négative, passant par le point AA’. 

C'est le mode de représentation adopté par Laguerre. 

Nous pensons que notre représentation est préférable, parce qu'elle 
s'applique aux points situés dans l’espace, sans aucune modification. 


TuÉORÈME. — Deux droites isotropes positives, situées dans un même 
plan réel, sont parallèles. 

Il est facile de voir que nous pouvons toujours projeter la figure sur 
un autre plan, de telle manière que les perspectives des deux droites 
isotropes positives soient des droites non isotropes. 

Il en résulte que deux droites isotropes positives se rencontrent tou- 
jours en un point. 

Or, ce point ne peut être un point propre, car sa position extérieure 
se confondrait avec le support de chacune des deux droites isotropes 
positives données. 

Par conséquent, deux droites isotropes positives d’un même plan réel 
se coupent en un point dont le support est la droite à l'infini. 

Donc toutes les droites isotropes positives, situées dans un même plan 
réel, sont parallèles. 

Le point commun à toutes les droites isotropes positives d’un plan, y 
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compris la droite réelle à Finfini de ce plan, est un point imaginaire 
fixe parfaitement déterminé. 

Nous donnerons à ce point fixe imaginaire du plan le nom de point 
cyclique positif et nous le désignerons par w. 


THÉORÈME. — Deux droites isotropes négatives, situées dans un méme 
plan réel, sont parallèles. 

La démonstration peut être calquée sur celle qui précède. 

Nous appellerons point cyclique négatif le point fixe imaginaire à l'infini 
commun à toutes les droites isotropes négatives d’un même plan réel, 
y compris la droite à linfini de ec plan, et nousle désignerons par o. 

De ce qui précède, l’on déduit immédiatement le théorème suivant, qui 
fait connaître une des propriétés les plus curieuses des points cycliques. 


TaéorÈME. — Quand un plan glisse sur lui-même d’une maniére con- 
tinue, ses deux points cycliques demeurent immobiles. 

Dans ce mouvement tous les points et toutes les droites changent de 
position, excepté les deux points cycliques, imaginaires conjugués, ct la 
droite réelle à linfini qui passe par ces deux points. 


XII. — PROPRIÉTÉ FONDAMENTALE DU QUATERNE DE POINTS. 


Tuéorème. — Le rapport anharmonique de quatre points donnés AA, 
BB", CC, DD', situés en ligne droite imaginaire, est égal au rapport anhar- 
monique du quadrangle apyò de ses positions extérieures. 

Menons le faisceau des droites isotropes positives qui passent par les 
quatre points donnés. 

Le centre de ce faisceau est le point cyclique positif. 

Une transversale réclle quelconque coupe ce faisceau de droites iso- 
tropes positives en un quaterne de points dont les positions extéricures 
sont toujours «, $, y, à, points supports des quatre droites isotroprs 
positives. 

Or, en verlu de notre théorème fondamental, une droite réelle quel- 
conque coupe les quatre droites de ce faisceau en quatre points dont les 
positions extéricures «, B, y, à sont les sommets d’un quadrangle de 
rapport anharmonique égal à celui des quatre points AA’, BB, CC’, DD. 

Donc il est clair que : 

(AA'BB'CCDD") = (2873) 


ce qui démontre le théorème. 


PROBLÈME. — Connaissant la valeur du rapport anharmonique d'un 
quaterne de points et les positions de trois de ses points, construire le 
quairième. 


Le problème se trouve ramené au suivant que nous savons résoudre : 


= ms se a a 
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Connaissant la valeur du rapport anharmonique d’un quadrangle et 
les positions de trois de ses sommets, construire le quatrième. 

Dans le cas particulier où le quaterne de points est placé sur une 
droite isotrope positive, la construction indiquée n’est plus applicable, 
puisque les sommets du quadrangle des positions extérieures se confondent 
en un seul point. 

Le théorème suivant permettra de résoudre le problème. 


Tuéorëme. — Le rapport anharmonique d’un quaierne de points donnés 
est conjugué au rapport anharmonique du quadrangle formé par les 
points supports «', &', y’, à’, des droites isotropes négatives passant par les 
points donnés. 

En effet, une transversale réelle coupe le faisceau de ces quatre droites 
isotropes négatives en quatre points dont les positions extérieures 
x", B’, y’, à, forment un quadrangle de rapport anharmonique égal à 
celui des quatre points donnés. 

Or, le quadrangle 2+"8”;"3" est symétrique du quadrangle +43", par 
rapport à la transversale. 

Donc le rapport anharmonique des quatre points donnés, égal à celui 


UPEN 


du quadrangle «”6”y"3", est conjugué au rapport anharmonique du 


LUNA 


quadrangle symétrique «8° 


XIII. — QUATERNE HARMONIQUE. 


Lorsque la valeur d’un rapport anharmonique est égale à 4, où — 1, 


on dit que ce rapport est harmonique. 

Un quaterne est harmonique quand son rapport anharmonique est 
égal à — 1. 

Il résulte des théorèmes précédents que si quatre points en ligne 
droite forment un quaterne harmonique, leurs positions extérieures sont 
les sommets d'un quadrangle harmonique, et réciproquement. 


THÉORÈME. — Quatre points distincts À, B., C, D,, réels ou imaginaires, 
situés sur une même ligne droite, réelle ou imaginaire, forment un quaterne 
harmonique s'ils sont, par. rapport à un quadrilatére K:LMN,, réel ou 
imaginaire, dans une position telle que deux côtés opposés KL, MN, et 
LM, NK. se coupent au premier point À. et au troisième C., et que les deux 

a: 1 1 1 1 
diagonales LN, MK, passent par le deuxième point B, ct le quatrième D., 


C'est cette propriété du qualerne harmonique qui a servi de définition 
à von Staudt et à ses disciples. 
Appelons O, le point d’intersection des deux diagonales (fig. 6). 


Les rapports anharmoniques des quaternes de points KM 0 D, et ACBD; 


A 
a 
= 
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sections d’un même quaterne de droites, de centre L,, sont égaux; par 
conséquent : 

(KM,0,D) — (AC BD) 


Les rapports anharmoniques KM OD etC ABD, sections d'un même 


quaterne de droites, de centre N, étant aussi égaux : 


(KMOD) = (CABD). 


t??? 


On a donc : 
(ACBD) = (CABD). 


CR E 7 
Soient «, 6, y, 8, les positions extérieures 
des points A B, C; D. 
En vertu de la propriété fondamentale du 
quaterne de points, la dernière égalité donne 
la suivante : Fig. 6. 


Ai Bi Ci D; 


(ayp) = (vapè). 
D'où l’on déduit : 

Se than 8 = < 
Dop a et < bah — < dyp = < DYP — < Das, 
ou < aB — < dyp = 0 ou +r. 

La solution < 348 — < y8 = 0 doit être éliminée, car on ne peut 
avoir à la fois : 


aP yP : OPE 
D — SR 


sans que les points «, y se confondent, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Par conséquent, < iag — < ip = E x. 
Donc, (aypè) = (yap) = 1. = — À. 
Ce qui démontre que les quatre points A, B, C, D, sont en rapport 


harmonique. 


XIV. — RAPPORTS ISOTROPES ANGULAIRES 


DéFinirion. — Nous appellerons rapport isotrope d'un angle ASB, 
la valeur du rapport anharmonique du quaterne de droites formé par les 
deux côtés SA, SB. de l'angle et par les droites isotropes négative et 

1 1 1 1 s 
positive Sw, Sw, passant par son sommet Sp 


Cherchons la valeur du rapport isotrope en fonction des angles que 
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font entre elles les droites composantes des représentations géométriques 
des côtés de l’angle. 

Nous examinerons successivement les divers cas qui se présentent : 

1° Les deux côtés sont réels. 

Soient a, b les deux côtés ct S le sommet de l'angle (a, b) ou 6 (fig. 7). 

Une transversale réelle quelconque coupe les droites a, b et les droites 
isotropes, négative et positive, issues de S, respectivement aux points A, B, 
au point S, symétrique de S par rapport à la transversale AB, et au 
point S. 

Le rapport isotrope (abSw'Sw) est par conséquent égal au rapport 
anharmonique (ABS'S) ou (SS'BA). 


AY BS' 


Or, 3S ‘Es —! et < ASB — < AFB = 20. 


Fig. 7. Fig. 8. 


Donc, la valeur isotrope de Fangle 0 est égale à 1oy, 

2° P'un des côtés a est réel, l’autre bb’ est imaginaire et son support 
S est situé sur la droite réelle a (fig. 8). 

Appelons 6 l'angle (a, b) cto l'angle (b, b^). 

Une transversale réelle, perpendiculaire à la droite b, coupe les droites 
a, b, b en des points A, B, B. 

Le point d’interscction de cette transversale avec la droite bb’ est le 
point BB’ dont la position extérieure B” est située sur SB. 

Soit S le symétrique de S par rapport à AB. 


On sait que: 


(abb'Sw'Sw) = (AB'SS) = (SS'B"A). 


$ "y n BS — W — te 
gr, SBSes BB" _1 RTE ) 


E PS SFS HP put aT 


< ASB" — < ASB" = 26. 


u? 
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Eoy Donc, la valeur du rapport isotrope est égale à: 


fe(-9)], 


3° Les deux côtés aa’, bb’ sont imaginaires et ont le même support S 
(fig. 9). 

Soient 0, «, B les angles 
(a, b), (a, a’), (b, V). 

Une transversale réelle 
coupe les droites aa’, bb’ 
en des points imaginaires 
dont nous désignerons les 
positions extérieures par 
A”, B’. 

Soit Y le symétrique de 
S par rapport à la trans- 
versale, et M le point milieu de SY. 

Appelons À langle (SS', a). 

On a: 


Fig. 9. 


(2a'bb'Sw'Sw) = (A'B'SS) = (SS'B"A”). 
Le cas précédent donne les relations suivantes : 


(MA'SS) = (SS'A'M) = [te G = a)| 
4 27 


"Qr me IPIN — r Mars 
(MB'SS) = (SSB'M) = Le G Pliaga 


Par conséquent : 


MY A'Y T n a LL ARRERE * 

MS B'S x 

EE à ee RER ln B" = 2 : 
IS pe = (i e) < MSB" — < MSB" = 2 (a+ 9) 


D'où l’on déduit : 


kid 
A'S’ | ps e3’) 
AS ES Ar 
se) 
<< A"SB"— LA'S'B'—<LMSB"—< MSA" — < MSB” +< MS'A"—920 


Donc la valeur du rapport isotrope (ag'bb'Sw'Sw) est égale à : 


LE 


T es 
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& Les deux côtés de l'angle et le sommet sont imaginaires. 

Soient aa’, bb' les côtés et 4, «, 8 les angles (a, b), (a, a’), (b, b’). 

Par un point réel du plan menons les droites parallèles aux côtés donnés 
et les droites isotropes négative et positive. 

Nous obticndrons un nouveau quaterne de droites, à centre réel, dont 
le rapport anharmonique est égal à celui du quaterne qui détermine le 
rapport isotrope de langle donné, puisque ces deux quaternes de droites 
sont perspectifs au même quaternc de points à l'infini. 

Les composantes de droites parallèles étant respectivement parallèles, on 
voit que le rapport isotrope de l’angle donné est égal à 


XV. — ANGLES IMAGINAIRES ÉGAUX. 


Nous appellerons égaux les angles qui ont le même rapport isotrope. 

Il résulte de cette définition que : 

1° Deux angles sont égaux quand leurs côtés sont parallèles. 

2 L'angle de deux droites aa", bb’ est réel quand les angles (a, a’), (b, b’) 
de ses côtés sont égaux. 

3 Deux droites aa’, bb’ sont perpendiculaires, ou se coupent à angle 
droit, quand leurs composantes origines a, b sont perpendiculaires, ainsi 
que leurs composantes termes a’, b'. 

4° Deux droites perpendiculaires forment un faisceau harmonique avec 
les droites menées de leur point d'intersection aux points cycliques. 

Cette dernière propriété ramène le tracé des lignes perpendiculaires au 
problème purement projectif de la division harmonique. 


PROBLÈME. — Par un point donné mener une droite bb’ faisant avec 
une droite donnée aa’ un angle égal à un angle donné. 

Désignons par K, le rapport isotrope de langle donné, et par «, B les 
angles (a, a’), (b, b’). 


1 
Langle (a, b) est égal àg? et la valeur de l'angle 8 est donnée sans 


ambiguïté par la relation 


(3—6)=5. t (5). 


On connaît donc les directions des composantes b, b de la droite 


cé 


CO 


$j 


vi 


Le 
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cherchée qui passe par le point donné, et le problème se trouve ramené 
au suivant, que nous savons résoudre : 

Mener par un point donné une droite parallèle à une droite donnée, 


XVI. — ADDITION DES ANGLES IMAGINAIRES 


DÉFINITION. — Quand trois droites aa’, bb', cc’ passent par un méme 
point, la somme des angles (aa’, bb’) et (bb', cc’) est dite égale à l'angle 
(aa, ce’). j 

Appelons «, 2, y les angles (a, a’), (b, b’), (c, c') et à, X’ les angles (a, b), 
(b, c). 

Les rapports isotropes des angles (aa”, bb’), (bb', ce”), (aa', ec’) sont res- 
pectivement égaux à es cn 7 


T X x x 
ts (5 —6) &(T— ) (3—7) 
T T T 
tg (- — ET te [— — 
8 G +) 2 5 š G s) 2% 9 5 (; +) 20 +). 


Donc, 


Tuéorème I. — Le rapport isotrope d'un angle égal à la somme de 
deux angles donnés a pour module le produit des modules des rapports 
isotropes des deux angles donnés et pour argument la somme de leurs 
arguments, 

Tuéorème I. — Le rapport isotrope d'un angle égal à la différence de 
deux angles donnés a pour module le quotient des modules de leurs rap- 
ports isotropes et pour argument la différence de leurs arguments. 

CoroLLaiRE. — Les valeurs des angles (aa, bb”), (bb', aa’) sont égales 
et de signe contraire. 

En effet, la somme de ces angles est nulle, puisque le rapport isotrope 
correspondant est égal à 4, ou +1. 


XVII. — SOMME DES ANGLES D'UN TRIANGLE IMAGINAIRE 


Taéoĝėme. — La somme des angles d'un triangle imaginaire est égale 
à deux angles droits. 

Soient aa’, bb’, ec’ les trois droites qui déterminent le triangle, «, 6, y, 
les angles (a, a’), (b, b’), (c, c’) et A, B, C les angles (b, c), (c, a), (a, b). 

Les valeurs des rapports isotropes des angles (bb”, cc’), (cc', aa”), (aa', bb’) 
sont respectivement égales à : 


y 


T T 
saa wi) (+) 
T T T 
eG-)]a Le-a LG- 
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Or, le rapport isotrope de l'angle égal à la somme des angles du triangle 
imaginaire considéré a pour module le produit de ces modules, ou l'unité, 
et pour argument la somme de ces arguments. 

Donc, la somme des angles d’un triangle imaginaire est égale à l’angle 
formé par deux droites réelles faisant entre elles un angle égal à la somme 
A+ B + C des angles d’un triangle réel, ou à deux angles droits. 


XVII. — CORRÉLATION ALGÉBRIQUE, 


On démontre facilement que : 


1° La valeur du rapport anharmonique, que nous avons représentée par 


le symbole K,, est égale à K. e* Y7", 


2° La valeur du rapport isotrope d’un angle 8H x /—T est égale 
à e (v-a ET) VA 

Or, nous avons démontré que si aa’, bb’ sont les représentations géomé- 
triques des côtés de cet angle, la valeur de ce rapport isotrope était aussi 


égale à : 
T 1 T 
tej- —56 to eaS 
s( e) eli e) e” vi 


[T [Z T 
tg G — à A tg G —«) 


9, a, B étant les valeurs des angles (a, b), (a, a”), (b, b’). 
Nous avons.donc légalité 


si) 
2 (HV) VTT SU ETES 


z ; 
D'où l’on déduit 0 = 9 et 


8S{(7 TP | S Jas 
a ma Dh E 
È T 


Q 


= € ou 


La première égalité exprime la propriété suivante : 


Tuéorëme I. — La partie réelle 6 de l'angle 0 + 1 /—T déterminé 
par deux droites imaginaires aa’, bb’ est égale à l'angle (a, b) formé par 
les composantes origines des représentations géométriques de ces droites. 

Considérons une branche d’hyperbole équilatère. 

Soient OX, OY ses asymptotes et À le sommet de la courbe situé sur 
cette branche (fig. 10). 


A 


t? 


CS 


CE 


t3 
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Choisissons pour unité de mesure linéaire la distance AA’ du sommet 
A à l’asymptote OY, et sur cette asymptote prenons une longueur OD 


T 
(i-e 


PA 
Zag 
(it) 
Appelons E le point d’intersection de l'hyperbole 
avec la perpendiculaire à OY menée par le point D. 


égale à 


On sait que laire AAÂ'DE, ou S, comprise entre l’asymptote OY, Phy- 


G=) 


perbole ct les perpendiculaires AA’, ED a pour mesure L — 


Par conséquent, S=L 


Menons par le centre O la droite faisant avec l’asymptote OY un 


3 T 
- . 
(z=) 


yette droite coupe la branche d’hyperbole en un point B dont la pro- 
jection sur OY est B. 

On démontre très simplement que 0B” = OA. OD. 

ll résulle de cette égalité que Paire comprise cntre l’asymptote OY, 
l’hyperbole et les perpendiculaires AA’, BB’ est équivalente à la moitié 
de Faire S et par conséquent a la même mesure que À. 

Remarquons que cette aire est aussi équivalente au secteur hyperbo- 
lique AOB, puisque les triangles OAA’, OBB sont équivalents, et que la 
droite OB fait avec laxe transverse OA un angle dont la tangente est 
tg B— iga 
I= tgs tga 


Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante : 


angle dont la tangente est égale à — 


égale à 


Taéorème IL. — La valeur absolue À de la partie imaginaire d’un angle 
+) 1, dont les côtés sont représentés géométriquement par les droites 
aa et bb”, dangles « et p, est le rapport au carré construit sur OA 
comme diagonale, du secteur intercepié dans l'hyperbole équilatère entre 
l'axe transverse OA, la courbe et le rayon OB, qui fait avec l'axe OA un 
BB tga 


angle dont la tangente est égale à Les 
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Cette représentation géométrique de la valeur de l'angle imaginaire est 
identique à celle donnée par M. Marie, dans sa Théorie des fonctions de 
variables imaginaires (tome I, chapitre xvir, page 233). 

Dans la méthode analytique de M. Marie, la solution: 


g=a4 pyi, y=#+p Vi, 
d’une équation f(æ, y} = 0 représente lc point: 
a+ e, y= Ap. 

Ce point représentatif cst la composante terme de notre représenta- 
tion géométrique du point imaginaire. 

Nous allons faire connaître une autre relation qui semble prouver que 
les modes de représentation choisis sont ceux qui 
traduisent le plus fidèlement les résultats de lana- 
lyse. 

Soit ab la représentation géométrique de la droite 
imaginaire qui passe par le point réel S et le point 
imaginaire AB (fig. 11). 

Du point S menons la perpendiculaire SD à la 
droite AB cet désignons par «, 8 les valeurs des an- 
gles (SD, a), (a, b). 


On démontre élémentairement que l’on a la relation suivante : 


DA + ABV—T tea 16 
SD TA—y— i tgatge 


Fig. 41. 


Soit a + g'y—1 la valeur de langle que fait avec la droite réelle 
SD la droite imaginaire représentée géométriquement par ab. Nous aurons: 


tga + te (8 V—1) 
1— tga tg GT) 


DA +ABy—1 


ep —_ —t8l# +8 v—1)= 


et, par conséquent, 


tga Hp ttes ige tte (y1), 


i ET tga teg 1— (gx ig (V1) 


D'où l’on déduit: 
a — 2, tg (p V1) = = tte B 


oi 


(ou g = Ste ct tg (s Mt }= v—1 lg (ymi ). solution corres- 


pondant à la représentation géométrique de la ligne droite imaginaire que 
nous avons éliminée au chapitre V), 


LL 


e 
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L’inclinaison réelle $ serait fournie par l'équation : 
VE de" et). Ey e 
dle gens 
d’où l’on tirerait facilement p en fonction de g’. 
Les deux propriétés suivantes sont presque évidentes par notre méthode, 
Une droite isotrope, positive ou négative, forme avec toutes les autres 
droites un angle dont la partie réelle est indéterminée et la partie imagi- 
naire consiante (infiniment grande, positive ou négative). 
Nous avons donc l'explication géométrique de ce théorème d'apparence 
paradoxale : 
Si tga #4 1 on aura aussi tg («+ 6) — +1, quelle que soit 
la valeur réelle où imaginaire de 8. 
Deux droites isotropes positives (ou négatives) forment un angle entière- 
ment indéterminé el, par conséquent, égal à un angle donné quelconque. 
Cette propriété a pour conséquence la suivante : 
Le lieu géométrique des sommets d’un angle de grandeur constante, 
dont les côtés passent par deux points fixes, comprend toujours les points 
cycliques, quelle que soit la valeur réelle ou imaginaire de cet angle. 


Remarque. — Notre définition de la valeur d’un angle par son rapport 
isotrope nous oblige à considérer comme égaux deux angles qui diffé- 
rent de E +. 

Nous croyons que cette définition plus générale de l’égalité, qui s'impose 
aussi en géométrie analytique, présente plus d'avantages que d’incon- 
vénients. 

XIX. — CLASSIFICATION DES CONIQUES. 

Nous avons appelé conique le lieu géométrique des points d’intersec- 
tion des rayons homologues de deux faisceaux projectifs de rayons, qui 
ne sont ni concentriques, ni perspectifs. 

Une conique peut passer par l’un des points cycliques ou par tous les 
deux, être tangente à la droite à l'infini en un point quelconque ou en un 
point cyclique. 

Nous distinguerons donc : 

1° La conique cyclique positive (ou négative), qui passe par le point 
cyclique positif (ou négatif}. 

Dans la conique cyclique les deux couples de foyers se confondent en 
un seul. 

2 Le cercle, qui passe par les deux points cycliques. 

Le cercle a un foyer quadruple. 

3 La parabole, tangente à la droite à l'infini en un point non cyclique. 

La parabole a un foyer simple. 
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4° La parabole cyclique positive (ou négative), tangente à la droite à 
l'infini au point cyclique positif (ou négatif). 

La parabole cyclique n’a pas de foyer. 


XX. — GÉNÉRALITÉ DE LA MÉTHODE. 


Notre méthode permet de donner, pour les théorèmes de géométrie, des 
démonstrations indépendantes de la réalité des éléments, points et droites, 
qui composent la figure. 

Nous n'avons donc pas à considérer, comme cas particulier, la réalité 
de ces éléments. 

Exemple : 

TaéonÈmE. — Si A, B sont deux points fixes d'un cerele, tel que nous 
l'avons défini, el V un point quelconque de ce cercle, l'angle AVB est 
constant. 

Considérons un autre point V’ du cercle et soient w, w les points cycli- 
ques, positif et négatif. 

Il résulte de notre définition du cercle que le rapport anharmonique des 
quatre rayons AV, AV’, Av’, Av est égal à celui des quatre rayons BV, 
BV’, Bo’, Bo. 

Or, ces rapports anharmoniques sont respectivement égaux aux rapports 
isotropes des angles VAV, VBV’. 

Donc les angles VAV’, VBV’ sont égaux. 

De l'égalité de ces angles on déduit très facilement celle des angles 
AV'B, AVB. 

Ce qui démontre le théorème. 

Les points A, B, V, V’, le centre ct le rayon du cercle peuvent être 
indifféremment réels ou imaginaires. 


Note. —Je dois rapporter le mérite de plusieurs des résultats obtenus 
à M. le D" Virginio Retali, de Côme, qui est un ardent disciple de von 
Staudt. 


Ce géomètre a bien voulu me communiquer ses travaux publiés et- 


même inédits, concernant la géométrie imaginaire, et c’est après avoir 
pris connaissance de ses dernières découvertes que j'ai pu trouver des 
théorèmes plus généraux, notamment la propriété fondamentale du qua- 
terne de points, en me basant sur la notion du rapport anharmonique 
imaginaire. 

Je saisis avec empressement l'occasion de cette communication pour 
adresser mes plus vifs remerciements à mon savant ami. 


PARIS, — IMPRIMERIE CHAIX, 20, RUE BERGÈRE. — 47250-9-8. 
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